


समाकलों के अनुप्रयोग 


8. समग्र अवलोकन (Overview) 

इस अध्याय में, सरल वक्रों के अतर्गत क्षेत्रफल ज्ञात करने, रेखाओं तथा वृत्तों, परवलयों और दीर्घवृत्तं 
के चापों के मध्य क्षेत्रफल ज्ञात करने तथा उपरोक्त वक्रों द्वारा परिबद्ध क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए 
समाकलों के कुछ विशिष्ट अनुप्रयोगों की चर्चा की गयी हैः 


8...] 


वक्र = /(४), +-अक्ष तथा += ८ और + = ७ (छ > ८) रेखाओं से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल सूत्र हैः 


b b 


्षेत्रफल= y= f(x 


a 


8.।.2 वक्र += 6 0), )-अक्ष तथा ) = ८ और ) = 4 रेखाओं से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल सूत्र हैः 


8...3 


8...4 


क्षेत्रफल- |/ ()=8(२)]4*+ (2 (२) - / ()) 4* है। 


8.2 हल किए हुए उदाहरण 

लघु उत्तरीय प्रश्‍न ($.4.) 

उदाहरण ।0 और 7 के बीच, वक्र ) = $0 » का 
क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 

हल हमें प्राप्त हैः 


चं ad 


क्षेत्रफल = *dy= (y)dy 


EC ८ 


दो »-/(0, ) = ह (0 वक्रों तथा += ०, = छ रेखाओं से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल सूत्र हैः 


क्षेत्रफल = [. (०)-8 (०0]% , जहाँ /(0 > & (0 [०, ॐ] में है। 


यदि [८, ८] में, /(0 > & (0 है तथा [०७] ~ 
में, (७0) < & (४), ६< ८ < 8, है तो 





2/04/20I8 


समाकलों के अनुप्रयोग 67 


क्षेत्रफल 048 = [2क = |ऽ॥ 4 = |-८०5 


= C090 - 087 = 2 वर्ग इकाई 
उदाहरण 2 वक्र ८)? = %, )-अक्ष तथा )= ८ और ) = 2 रेखाओं द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल 
ज्ञात कोजिए। 


2a 2a ॥ 2 


हल हमें प्राप्त है : क्षेत्रफल BMNC = xdy= वॉक) 








a 














Ms EO 
5 


वर्ग इकाई 








उदाहरण 3 परवलय ५? = 2४ और सरल रेखा ५-५ =4 द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

हल दिये हुए वक्रों के प्रतिच्छेद बिंदु समीकरण +-) = 4 और)? = 2* को « और ५ के लिए हल 
करने पर प्राप्त किए जाते हैं। 

हमें ५? = 8 + 2) अर्थात्‌ ( - 4) (५+ 2) = 0 प्राप्त Y 

है। इससे ) = 4, -2 तथा + = 8, 2 प्राप्त होता है। 

इस प्रकार, वाँछित प्रतिच्छेद बिंदु 

(8, 4) और (2, -2) है। 


4 
I 
अतः, क्षेत्रफल = js EE 5 
Ry) 


2 4 
l 
4+ मद = 8 वर्ग इकाई 


-2 
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उदाहरण 4 परवलयों )? = 6% और +? = 6) से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

हल दिए हुए परवलयों के प्रतिच्छेद बिंदु इन के समीकरणों को « और » के लिए हल करके ज्ञात किए 
जा सकते हैं। ये बिंदु 0(0, 0) और (6, 6) 
हैं। अतः, 


2 
X 
OABCका क्षेत्रफल 65 == ह dx 


6 





3 
= 2\/6 (6° (6) _ 2 वर्ग इकाई ३५७ 04 
उ I8 


उदाहरण 5 वक्र ४5 3 ८०७४, = 2 आ॥ से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
हल #को निम्नलिखित प्रकार से लुप्त कीजिए: 


AX : हमें 
x=3cost, y=2 sint => Cr ! , तथा h =५0! , इनसे हमें, प्राप्त होता हैः 
x? y? 
TP जोएक दीर्घवृत्त का समीकरण है। 


आकृति 8.5 से, हम प्राप्त करते हैं कि 


3 
, 2 Re 
वाँछित क्षेत्रफल = 4 उ \9- £ 
0 





= है की os 
3 2 > की: हर 
= 67 वर्ग इकाई 
दीर्घ उत्तरीय (L.A.) आकृति 8.5 


3 2 
उदाहरण 6 उस क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, जो परवलय += रा और रेखा 3४-2) + 2=0 
के बीच में परिबद्ध है। 
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डे 
हल दिये हुए वक्र ) = ~ और रेखा 3४-2५ + ।2 = 0 के समीकरणों को हल करने पर, हमें 


प्राप्त होता हैः 
3४९ - 6४ - 24 5 0 
=> (४-4) ((४+ 2) 50 
> x=4, x=-2 
जिनसे )= ]2, + =3 प्राप्त होता है। 
आकृति 8.6 से वाँछित क्षेत्रफल = ABC 
का क्षेत्रफल 











4 4 2 
I2 
य 25 अं 
8 4 
205 3 | 
_ [rr _| उ 
4 ), |[2|[, 
= 27 वर्ग इकाई 





5 3x-2y+I2=0 


आकृति 8,6 


उदाहरण 7 वक्र + = ० और ) = 2 द्वारा = । और ! = 2 के संगत कोटियों के बीच परिबद्ध क्षेत्र 


का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
हल दिया है: » = 2 0), 


/2 
»- 2 ...() जिससे #/ ८ 5 ठ हआ। 


/ का यह मान (7) में रखने पर, हमें प्राप्त 
होता है : y= 4ax । 

6) में = । और /- 2 रखने पर, हमें 
x=a, और + = 4 प्राप्त होते हैं। 
आकृति 8.7 से, वाँछित क्षेत्रफल 

= 2 % ABCD का क्षेत्रफल 


-2 { ydr=2x2 { Jaxdx 


3 4a 


(x)? 56 
_ 8a ड] = ड वर्ग इकाई 





WN 


मर 
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उदाहरण 8 +-अक्ष के ऊपर परवलय )?= ०४ और वृत्त ५? +)? = 2८5 के बीच के क्षेत्र का क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए। 

हल वक्रों की दिये हुए समीकरणों को 
हल करने पर, हमें प्राप्त होता है: ५? + ०४ 
= 24x 

जिससे = 0 या = प्राप्त होते हैं। 
इससे क्रमशः) = 0 और ५ = + प्राप्त 
होता है। 

आकृति 8.8 से, 0D क्षेत्र का क्षेत्रफल 


= [िका-ओं - Nasa 


मान लीजिए कि + = 2 $77?0 है। तब, 
dx = 4a sin ८050 40 तथा 





>| ले 


x=0,~>0=0,x=a>O0= 


पुनः, | Jaxx J2ax—x° dx 
0 
ड 
| 2asin 60050) (4asindcos0)do 
0 


2 





मे कर 
जो = ॐ ० क सा हो. 
4. # 4 


a 


—> | ले 


(I-cos46)d9 = [e- 


a 2 3 6 
| Jax dx — +. = उ 
0 3 ० 3 
TI 2 I 2 
इस प्रकार, वाँछित क्षेत्रफल = का = र a’ =a ne वर्ग इकाई 


उदाहरण 9 रेखा % = ठ द्वारा वृत्त +? + )? = ०? के काटे गए एक लघु वृत्तखंड का क्षेत्रफल ज्ञात 
कीजिए। 
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हल समीकरण +? +)? = ०? और + = को हल करने पर, हमें इनके प्रतिच्छेद बिंदु प्राप्त होते 





है, जो a a और a _ 3a है 
, 533 और 8 


अतः आकृति 8.9 से, हमें प्राप्त होता हैः 
बाँछित क्षेत्रफल = 048 के क्षेत्रफल का 


न 2 
दोगुना = 2 Ri 5% वंड 
2 


ax? —x +-_—sin — 
d |a 
2 

a x aT 

2 26 


(6r-3V3-2r) = (47-33 ) वर्ग इकाई 











वस्तुनिष्ठ प्रश्‍न 
उदाहरण ।0 से ।2 तक प्रत्येक में, दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


उदाहरण ।0 वृत्त +? + )?= 2 द्वारा परिंबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल बराबर है 
(A) 47 वर्ग इकाई (8) 2/27 वर्ग इकाई 
(C) 47? वर्ग इकाई (D) 27 वर्ग इकाई 


हि 
हल सही उत्तर ()) है, क्योंकि क्षेत्रफल = 4 ४2-2? 


0 
2 


X RT . IX 
=4 y2-x +s —- ८-27 वर्ग इकाई 
2 २०. $ इकः 


2 2 
उदाहरण ॥ दीर्घवृत्त “7 + न = | द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल बराबर है 
a 
(A) Tab (B) Tab (C) Tab (D) Tab? 
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a b Ja, 
हल सही उत्तर (8) है। क्योंकि क्षेत्रफल =4 [la - dx 
0 


a 
4b 222 RF: 
= [6 नशे EE रख हिल = Tab 
0 


a|2 


उदाहरण ।2 वक्र » = »? और रेखा + = ।6 द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 


ane 6 छ 
(A) 3 (B) 3 (C) 3 (D) 3 
I6 
हल सही उत्तर (3) है। क्योंकि क्षेत्रफल = 2 | ४4 है। 
0 
उदाहरण ।3 और ]4 में से प्रत्येक में रिक्त स्थान भरिए- 
उदाहरण 3 वक्र «= )?, )-अक्ष तथा रेखा )= 3 और ५ =4 से परिंबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है। 


हल वर्ग इकाई 
उदाहरण ।4 वक्र ) = +? + 5, >-अक्ष तथा ४ = 2 और + = 5 रेखाओं से परिबद्ध क्षेत्र का 
क्षेत्रफल के बराबर है। 
297 
6 
8.3 प्रश्नावली 
संक्षिप्त उत्तरीय प्रशन ($.4.) 

।. वक्र )? = 9, और » = 3% से परिबद्ध क्षेत्रफल का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
परवलय )? = 295, और +° = 27) से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
वक्र ) =», )=*४+6 और + = 0 से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
वक्र)? = 4 और +? = 4) से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
५° = 9४ और) =+ के बीच में पड़ने वाले क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
परवलय +? = और रेखा ५=४+2 से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
रेखा = 2 और परवलय ५? = 8% से परिंबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 





99 
हल वर्ग इकाई = वर्ग इकाई 


ठ Dl NDS bs 


क्षेत्र (५, 0) : ) = /4- »? } और *-अक्ष का चित्रण कीजिए। समाकलन का उपयोग करते 
हुए, इस क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
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I0. 


॥ 


2. 


3. 
4. 
॥5. 


समाकलों के अनुप्रयोग 73 


वक्र = 2\/% के अंतर्गत ५ = 0 और += | रेखाओं के बीच के क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात 
कोजिए। 

समाकलन का इस्तेमाल करते हुए, रेखा 2) = 5४+ 7, «-अक्ष तथा ५= 2 और ५= 8 
रेखाओं से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


वक्र ) = /५-] का अंतराल [।, 5] में एक संभावित आकृति खींचिए। इस वक्र के 
अंतर्गत तथा ५ = । और ५ = 5 रेखाओं के बीच के क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

वक्र ) = ४ -. के अंतर्गत तथा ५ =0 और + = रेखाओं के बीच के क्षेत्र का क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए। 

५ = 5 और ५ = # से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

वक्र ) = +? और सरल रेखा ५+) +2 = 0 से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
प्रथम चतुर्थांश में वक्र = ५ ,* = 2५+ 3 और +-अक्ष से परिबद्ध क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


दीर्घ उत्तरीय प्रश्‍न (.A.) 


6. वक्र °= 2४ और + + )? = 4४ से परिंबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

I7. ४50 और ४८ 27 के बीच वक्र ) = $४ द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

।8. समाकलन का प्रयोग करते हुए, उस त्रिभुज द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, 
जिसके शीर्ष (-], ]), (0, 5) और (3, 2) हैं। 

।9. क्षेत्र {(, )) : )? < 6०४ और +? +? < 64?} का एक संभावित आकृति खींचिए। साथ ही, 
समाकलन को विधि द्वारा इस क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 

20. रेखा ++2/5 2, »-४ 5 | और 2४+ =7 द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात 
कोजिए। 

2. रेखाओं =4४+5,५= 5-४ और 4=४+5 से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

22. वक्र) = 2८05४ तथा #-अक्ष द्वारा ५ = 0 से ४5 27 तक परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात 
कोजिए। 

23. वक्र » 5 | + |& +|, » 5-3, ४ 5८ 3 तथा »5 0 का एक संभावित आकृति खींचिए। 
समाकलन का प्रयोग करते हुए, इन से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 

उद्देश्यात्मक प्रश्‍न 


प्रश्‍न 24 से 34 तक प्रत्येक में, दिए हुए चारों विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


I 
24. y-अष,y=cosx, y=sinx,O<x< ट से परिंबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 
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25, 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


3]. 


£ 


ह, 


34. 


(A) 2 वर्ग इकाई (8) (/2 +) वर्ग इकाई 
(©) (2 -) वर्ग इकाई (0) (292 -) वर्ग इकाई 
वक्र %? = 4५ और सरल रेखा ४ = 4) -2 द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल हे 


(A) उ वर्ग इकाई (8) 7 वर्ग इकाई (0) ठ वर्ग इकाई (0) - वर्ग इकाई 


वक्र »>,6-: और +-अक्ष से परिबद् क्षेत्र का क्षेत्रफल है 

(A) 87 वर्ग इकाई (8) 207 वर्ग इकाई (९) ।67 वर्ग इकाई (0) 2567 वर्ग इकाई 
प्रथम चतुर्थांश में, «-अक्ष, रेखा ५ = » और वृत्त ५२ + ५? = 32 द्वारा घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल है- 
(A) ।67 वर्ग इकाई (8) 47 वर्ग इकाई (९) 327 वर्ग इकाई (D) 24 वर्ग इकाई 

वक्र ) = ०४४ द्वारा «5 0 और ५ = 7 के बीच में परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 

(A) 2 वर्ग इकाई (8) 4 वर्ग इकाई (९) 3 वर्ग इकाई (D) । वर्ग इकाई 
परवलय ? = » और सरल रेखा 2) = » से परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 


(A) उ वर्ग इकाई (3) ] वर्ग इकाई (0) = वर्ग इकाई (D) वर्ग इकाई 


Tt 
वक्र ) = $0 द्वारा कोटि += 0, और += 3 पथा #-अक्ष के बीच परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 


(A) 2 वर्ग इकाई (8) 4 वर्ग इकाई (€) 3 वर्ग इकाई (D) । वर्ग इकाई 


दीर्घवृत्त उड ^ ह = ! रार परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 


(A) 207 वर्ग इकाई (8) 2072 वर्ग इकाई (ट) ।67? वर्ग इकाई (D) 25 7 वर्ग इकाई 
वृत्त +? + )? = । द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 
(A) 27 वर्ग इकाई (8) 7 वर्ग इकाई (0) 37 वर्ग इकाई (0) 47 वर्ग इकाई 
वक्र )= ४+ | तथा + = 2 और + = 3 रेखाओं द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल हे 

I 
(A) ~ वर्ग इकाई (8) - वर्ग इकाई (0) द वर्ग इकाई (00) वर्ग इकाई 


वक्र += 2५+ 3 तथा = | और ) = - रेखाओं द्वारा परिबद्ध क्षेत्र का क्षेत्रफल है 


(A) 4 वर्ग इकाई (8) - वर्ग इकाई (C) 6 वर्ग इकाई (D) 8 वर्ग इकाई 
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